
 
Tuyển tập Hội nghị khoa học toàn quốc lần thứ nhất về Động lực học và Điều khiển 

Đà Nẵng, ngày 19-20/7/2019, tr. 177-182, DOI 10.15625/vap.2019000275 

  

Động lực học tay máy robot có liên kết chương trình 

Nguyễn Văn Khang1), Nguyễn Văn Quyền1), Lương Bá Trường2), Nguyễn Văn Long3) 
1)Bộ môn Cơ học ứng dụng, Trường Đại học Bách khoa Hà Nội 

2)Bộ môn Cơ điện tử, Trường Đại học Thủy Lợi 
3)Bộ môn Cơ điện tử, Trường Đại học Kinh doanh và Công nghệ Hà Nội 

E-mail: 1){khang.nguyenvan2, quyen.nguyenvan}@hust.edu.vn, 2)truonglb@tlu.edu.vn, 3)chitietmay1011@gmail.com  
 

 
Tóm tắt 
Hệ nhiều vật chịu các liên kết chương trình có thể xem thuộc 
vào tập hệ nhiều vật có cấu trúc mạch vòng. Các phương trình 
chuyển động của hệ nhiều vật có cấu trúc mạch vòng thường là 
hệ các phương trình vi phân – đại số. Trong báo cáo này trình 
bày việc áp dụng các phương trình Lagrange dạng nhân tử để 
thiết lập hệ phương trình vi phân-đại số của hệ nhiều vật chịu 
các liên kết chương trình. Sau đó trình bày chi tiết một bài toán 
động lực học thuận robot có liên kết chương trình.  

 
Từ khóa: Tay máy Robot, liên kết chương trình, phương trình 
vi phân-đại số, phương pháp khử nhân tử Lagrange, động lực 
học thuận. 

  

1. Mở đầu  
Động lực học hệ nhiều vật chịu các liên kết chương 

trình là lĩnh vực khoa học có ý nghĩa thực tế và đang 
được quan tâm nghiên cứu [1-7]. Hệ nhiều vật chịu các 
liên kết chương trình thực chất thuộc vào tập hệ nhiều vật 
có cấu trúc mạch vòng. Để thiết lập phương trình chuyển 
động của hệ nhiều vật có cấu trúc mạch vòng, người ta 
thường sử dụng phương trình Lagrange dạng nhân tử, 
phương trình Kane dạng nhân tử, phương pháp tách cấu 
trúc,… [8, 9]. Các phương trình mô tả chuyển động của 
hệ nhiều vật có cấu trúc mạch vòng thường là hệ các 
phương trình vi phân – đại số. Các phương pháp giải hệ 
phương trình vi phân – đại số thường được phân thành 
hai nhóm: 
 Các phương pháp biến đổi hệ phương trình vi 

phân-đại số về hệ phương trình vi phân thường. 
Sau đó sử dụng thuật toán số giải hệ phương trình 
vi phân thường [8,9]. 

 Các phương pháp số giải trực tiếp hệ phương trình 
vi phân đại số [8, 9].  

Trong bài báo này trình bày việc áp dụng phương 
pháp khử các nhân tử Lagrange tính toán động lực học 
thuận robot có liên kết chương trình. 
 

2. Phương pháp số giải phương trình 
Lagrange dạng nhân tử 

Sử dụng phương trình Lagrange dạng nhân tử, chúng 
ta thu được hệ phương trình vi phân – đại số mô tả 
chuyển động của hệ nhiều vật hôlônôm chịu liên kết giữ 
và lý tưởng [8, 9]. 
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Các phương trình (4) và (6) có thể viết lại dưới dạng ma 
trận như sau 
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Xác định các điều kiện đầu của các toạ độ suy rộng phụ 
thuộc và các vận tốc suy rộng phụ thuộc [10, 11] 

Để có thể tích phân được các phương trình vi phân 
dạng tọa độ dư, thì việc xác định các điều kiện đầu của 
các tọa độ suy rộng phụ thuộc và vận tốc của chúng là 
cần thiết. Vì vậy trước tiện ta trình bày vấn đề này. 

Khi giải hệ phương trình vi phân chuyển động của hệ 
nhiều vật có f  bậc tự do, ta phải cho trước f giá trị 
đầu của các toạ độ suy rộng độc lập và các vận tốc suy 
rộng độc lập 
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đầu của các toạ độ suy rộng và các vận tốc suy rộng dư. 
Từ các phương trình (2) và (5) ta có 
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Từ phương trình liên kết (8) khi biết 
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dễ dàng xác định được các giá trị gần đúng của 
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z z  (chẳng hạn bằng phương pháp đồ thị). 
Lấy các giá trị này làm giá trị đầu, giải hệ phương trình 
đại số phi tuyến (8) bằng phương pháp lặp 
Newton-Raphson tìm được các giá trị đầu của các toạ độ 
suy rộng dư khá chính xác. 

Để xác định các giá trị đầu của các vận tốc suy rộng 
dư, ta xét hệ phương trình (9) 
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Hệ (10) là hệ r phương trình đại số tuyến tính của r ẩn 
là 
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r
z z  . Giải hệ phương trình đại số này ta xác 

định được các giá trị đầu của các vận tốc suy rộng dư. 
Phương pháp khử các nhân tử Lagrange [8, 9, 12]  

Khử các nhân tử Lagrange, biến đổi hệ phương trình 
vi phân đại số (1), (2) về hệ phương trình vi phân thường 
với số phương trình bằng số tọa độ suy rộng có dư của 
hệ. 
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Từ (11) ta có  
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Hệ hai phương trình (13) và (6) có thể viết lại dưới dạng 
ma trận như sau 
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thì từ (14) ta suy ra hệ phương trình vi phân sau : 
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Hệ (16) là phương trình vi phân chuyển động của hệ 
nhiều vật có cấu trúc mạch vòng trong dạng các toạ độ 
suy rộng có dư.  
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Theo phương pháp Baumgarte, thay vì giải phương trình 
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ta sẽ tiến hành giải phương trình: 
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phương trình (6) ta sẽ khử dần hoặc khử hoàn toàn được 
sai số tích lũy trong quá trình tích phân. Như thế thay cho 
giải hệ phương trình: 
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ta sẽ tiến hành giải hệ phương trình sau: 
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Hệ phương trình (20) có thể viết lại dưới dạng ma trận 
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(22)   

3. Bài toán động lực học thuận tay máy robot 
hai khâu có liên kết chương trình 

Áp dụng phương pháp giải hệ phương trình vi phân – 
đại số trình bày ở mục trên, ta nghiên cứu bài toán động 
lực học thuận tay máy robot hai khâu có liên kết chương 
trình như hình 1. Liên kết chương trình ở đây là đòi hỏi 
điểm thao tác E chuyển động trên một quỹ đạo cho trước. 
Cho tay máy 2 khâu chuyển động trong mặt phẳng thẳng 
đứng. Thanh OO1 đồng chất chiều dài 

1
l , khối lượng 

1
m , khối tâm tại C1. Thanh O1E đồng chất chiều dài 

2
l , 

khối lượng 
2

m , khối tâm tại C2. Điểm thao tác E có khối 

lượng 
E

m  chuyển động trên đường thẳng AB. 



 

Động lực học tay máy Robot có liên kết chương trình 

 

 
Hình 1. Tay máy Robot hai khâu 
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Động năng của tay máy: 
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Ta dễ dàng tính được biểu thức động năng của tay máy: 
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Thế năng của tay máy: 
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Các lực suy rộng của các lực hoạt động không thế 
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Thay tọa độ điểm E từ (24) vào phương trình ràng buộc 
trên ta có phương trình liên kết: 
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Sử dụng phương trình Lagrange loại 2 dạng nhân tử  
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Ta thu được hai phương trình chuyển động của robot. 
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m m gl

m
m gl

l l l l

l l l l

q

q q

q q
t l

q q q q

æ ö÷ç ÷ç+ + + ÷ç ÷ç ÷è ø
æ ö÷ç ÷ç+ + +÷ç ÷ç ÷è ø

æ ö- ÷ç ÷ç= - ÷ç ÷ç+ + - + ÷çè ø


 (29) 

( )

( ) ( )( )



E E

E E

E

m m
m l l m l

m m
m l m l l

m
m gl

l l l l

22 2
1 2 2 2 1

2 22 2
2 2 1 2 2 2

2
2 1 2

2 1 2 3 1 2 2 4 1 2

cos
2 3

sin
3 2

cos
2

cos sin

q q

q q q

q q

t l q q q q

é ùæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú÷ ÷ç ç+ + +÷ ÷ê úç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è øê úë û
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ + + +÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø
æ ö÷ç ÷ç+ + +÷ç ÷ç ÷è ø

= - + - +



 
 (30) 

Các phương trình vi phân (29), (30) và phương trình đại 
số (28) tạo thành hệ 3 phương trình vi phân – đại số mô 
tả chuyển động của tay máy robot. 

4. Mô phỏng số 
Để giải hệ phương trình vi phân đại số trên ta cần 

biết các tham số của hệ và các điều kiện đầu. Các tham 
số của robot được cho như sau 

E

l m , l m , l m l m

m kg , m kg , m kg

J kg m ,J kg m

1 2 3 4

1 2

2 2

1 2

2 3.5 5 , 5 ,

200 35 25 ,

450 35 .

é ù é ù é ù é ù= = = =ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û
é ù é ù é ù= = =ê ú ê ú ê úë û ë û ë û
é ù é ù= ⋅ = ⋅ê ú ê úë û ë û
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Giả sử các lực tác dụng lên các khâu dẫn có dạng 

1

2

0.1 sin(2 ) ,

0.1 sin(2 ) 15000 .

t N m

t N m

t p

t p

é ù= ⋅ ⋅ê úë û
é ù= ⋅ + ⋅ê úë û

 

Các điều kiện đầu của các tọa độ suy rộng độc lập được 
cho trước, còn điều kiện đầu của các tọa độ suy rộng dư 
được xác định từ phương trình liên kết. Ta có  

1 1

2 2

(0) 0.5781 , (0) 1.5457 ,

(0) -0.8957 , (0) -1.7494 .

rad
rad

s

rad
rad

s

q q

q q

é ù
é ù ê ú= =ê úë û ê ú

ë û
é ù

é ù ê ú= =ê úë û ê ú
ë û




 

Sử dụng phần mềm MATLAB tính toán mô phỏng số. 
Một phần các kết quả tính toán được trình bày trên các 
hình từ 2 đến 9. Trong đó hình 2 là đồ thị các góc quay 

1
q  và 

2
q . Hình 3 là đồ thị vận tốc các góc này. Hình 4 là 

đồ thị biểu thị sai số tính toán thể hiện qua phương trình 
liên kết. Kết quả trên đồ thị này cho ta độ chính xác rất 
cao của thuật toán. 

 

Hình 2.  Đồ thị các góc khớp 

 

Hình 3. Đồ thị các vận tốc góc khớp 

 
Hình 4. Sai số của phương trình liên kết 

Để có thể kiểm tra độ chính xác của thuật toán chúng ta 
biểu diễn dịch chuyển góc và vận tốc góc trên cùng một 
hình vẽ như hình 5 và 6. Trong đó hình 5 là đồ thị của 

1
q    

và 
1
q  còn hình 6 là đồ thị của 

2
q  và 

2
q . Hình 7 là đồ 

thị nhân tử Lagrange. Trong [9] đã chỉ ra ý nghĩa của 
nhân tử Lagrange. 

 

Hình 5. Đồ thị 
1
q  và 

1
q  

 
Hình 6. Đồ thị 

2
q  và 

2
q  



 

Động lực học tay máy Robot có liên kết chương trình 

 
Hình 7. Đồ thị nhân tử Lagrange theo thời gian 

Một trong các yêu cầu của bài toán động lực học tay máy 
robot có liên kết chương trình là kiểm tra xem điểm thao 
tác E (hoặc khâu thao tác) có thực hiện đúng chuyển 
động trên quỹ đạo chương trình hay không. Vấn đề này 
trong các tài liệu [1-7] chưa được đề cập đến. Trong bài 
báo này chúng tôi đặc biệt quan tâm đến vấn đề này. Dựa 
trên kết quả giải hệ phương trình vi phân đại số, trên hình 
8 biểu diễn quỹ đạo chuyển động của điểm thao tác E. 

 

Hình 8. Quỹ đạo điểm E trong mặt phẳng 

 

Hình 9. Cấu hình của robot 

Trên hình 9 biểu diễn cấu hình của tay máy (robot arm 
configuration) theo thời gian. Trong đó đường màu đỏ là 
vị trí ban đầu của tay máy, đường màu tím là vị trí cuối 
của tay máy. 

5. Kết luận 
Động lực học tay máy robot chịu các liên kết chương 

trình là bài toán có ý nghĩa khoa học và thực tế. Bài toán 
này liên quan trực tiếp với bài toán lập trình quỹ đạo cho 
chuyển động robot. Trong bài báo này đã trình bày các 
nghiên cứu về bài toán động lực học thuận robot có liên 
kết chương trình. Các kết quả mô phỏng số cho thấy 
phương pháp nghiên cứu và thuật toán đề xuất có khả 
năng áp dụng cao. Bài toán động lực học ngược đang 
được nghiên cứu trong nhóm và sẽ công bố trong thời 
gian tới. 
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